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TYPES ET CONTRAGRE´DIENTES
par
Guy Henniart & Vincent Se´cherre
Re´sume´. — Soit G un groupe re´ductif p-adique, et soit R un corps alge´briquement clos. Soit
π une repre´sentation lisse de G dans un espace vectoriel V sur R. Fixons un sous-groupe ouvert
et compact K de G et une repre´sentation lisse irre´ductible ̺ de K dans un espace vectoriel W de
dimension finie sur R. Sur l’espace HomKpW,Vq agit l’alge`bre d’entrelacement HpG,K,Wq. Nous
examinons la compatibilite´ de ces constructions avec le passage aux repre´sentations contragre´dientes
V_ et W_, et donnons en particulier des conditions sur W ou sur la caracte´ristique de R pour que
le comportement soit semblable au cas des repre´sentations complexes. Nous prenons un point de
vue abstrait, n’utilisant que des proprie´te´s ge´ne´rales de G. Nous terminons par une application a` la
the´orie des types pour le groupe GLn et ses formes inte´rieures sur un corps local non archime´dien.
Abstract. — Let G be a p-adic reductive group, and R an algebraically closed field. Let π be
a smooth representation of G on an R-vector space V. Fix an open compact subgroup K of G
and a smooth irreducible representation of K on a finite-dimensional R-vector space W. The space
HomKpW,Vq is a right module over the intertwining algebra HpG,K,Wq. We examine how those
constructions behave when we pass to the contragredient representations V_ and W_, and we give
conditions under which the behaviour is the same as in the case of complex representations. We
take an abstract viewpoint and use only general properties of G. In the last section, we apply this
to the theory of types for the group GLn and its inner forms over a non-Archimedean local field.
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Keywords and Phrases: Modular representations of p-adic reductive groups, Types, Con-
tragredient, Intertwining
§1. Introduction
1.1. — Soient p un nombre premier et G un groupe re´ductif p-adique. Dans l’e´tude des repre´-
sentations lisses de G dans des espaces vectoriels complexes, la restriction aux sous-groupes
ouverts et compacts joue un roˆle important [3, 4]. Dans ce contexte, on fixe un sous-groupe
ouvert et compact K de G et une repre´sentation lisse irre´ductible ̺ de K dans un espace vectoriel
complexe W, de dimension finie. Pour toute repre´sentation lisse π de G dans un espace vectoriel
complexe V, on forme l’espace d’entrelacement HomKpW,Vq qui est naturellement un module
a` droite sur l’alge`bre d’entrelacement – ou alge`bre de Hecke – HpG,K,Wq. Passant aux con-
tragre´dientes, l’espace HomKpW
_,V_q est naturellement un module a` droite sur HpG,K,W_q.
Mais cette dernie`re alge`bre est naturellement anti-isomorphe a` HpG,K,Wq. Dans ce cas clas-
sique, les repre´sentations lisses de K sont semi-simples, et HomKpW
_,V_q s’identifie au dual
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de HomKpW,Vq, comme module a` gauche sur HpG,K,Wq : nous retrouverons plus loin ce cas
particulier.
1.2. — L’arithme´tique des formes modulaires a impose´ l’e´tude des repre´sentations lisses de G
dans des espaces vectoriels sur un corps alge´briquement clos R, de caracte´ristique quelconque
[9, 7, 5]. En l’absence de me´thodes analytiques, la restriction aux sous-groupes ouverts et
compacts est en ce cas un outil encore plus important que dans le cas complexe. On a de la
meˆme fac¸on que plus haut des modules d’entrelacement HomKpW,Vq sur des alge`bres de Hecke
HpG,K,Wq a` coefficients dans R.
Dans le cas ou` la caracte´ristique de R n’est pas p, on dispose d’une bonne the´orie des contra-
gre´dientes, et il est ne´cessaire d’examiner le comportement des modules HomKpW,Vq par passage
aux contragre´dientes.
Comme dans le cas complexe, on dispose d’un anti-isomorphisme d’alge`bres de HpG,K,Wq
sur HpG,K,W_q, de sorte que HomKpW
_,V_q est un module a` gauche sur HpG,K,Wq. Par
ailleurs on a un accouplement naturel pφ,ψq ÞÑ xφ,ψy de HomKpW,Vq ˆ HomKpW
_,V_q dans
R. Cependant cet accouplement peut eˆtre de´ge´ne´re´. On cherche dans quelles conditions il est
non de´ge´ne´re´, et hermitien au sens ou` xφT, ψy “ xφ,Tψy pour T P HpG,K,Wq. En particulier,
nous obtenons le re´sultat suivant (voir la remarque 2.4 et le the´ore`me 3.4).
Proposition 1.1. — Supposons que le pro-ordre de K est inversible dans R. Alors l’accouple-
ment HomKpW,Vq ˆHomKpW
_,V_q Ñ R est non de´ge´ne´re´ et hermitien.
1.3. — Supposons R de caracte´ristique ℓ diffe´rente de p, et examinons le cas, ine´vitable en
pratique, ou` ℓ divise le pro-ordre de K. Alors les repre´sentations lisses de K ne sont plus
force´ment semi-simples, et l’accouplement peut effectivement eˆtre de´ge´ne´re´. Cependant une
situation fre´quente est celle ou` K posse`de un sous-groupe distingue´ ferme´ K1, de pro-ordre
premier a` ℓ, qui ve´rifie les deux conditions suivantes :
(1) La restriction de ̺ a` K1 est multiple d’une repre´sentation irre´ductible η.
(2) Le composant isotypique de π de type ̺ est aussi le composant isotypique de type η.
En ce cas, l’accouplement plus haut est encore non de´ge´ne´re´ (voir ci-dessous §2.4), et si de plus
ℓ ne divise pas la dimension de W, il est aussi hermitien (the´ore`me 3.4).
1.4. — Le but de cette courte note est d’e´tudier la situation ge´ne´rale. Nous prenons un point de
vue abstrait, ou` G est un groupe localement profini et R un corps commutatif quelconque. Dans
un premier temps, nous examinons les repre´sentations lisses de K dans des espaces vectoriels sur
R, et leur comportement par passage a` la contragre´diente. Nous passons ensuite a` l’e´tude des
modules d’entrelacement. Notre conclusion essentielle re´side dans les formules (3.5) et (3.6) du
§3.2, dont la comparaison permet ensuite de donner des crite`res et exemples ou` l’accouplement
est hermitien.
1.5. — Pour finir, nous donnons des applications de ce travail a` la the´orie des types d’un groupe
line´aire ge´ne´ral sur un corps local non archime´dien F. Nous prouvons que les types simples de
Bushnell-Kutzko – et plus ge´ne´ralement leur version modulaire construite dans [6] pour les for-
mes inte´rieures de GLnpFq, n ě 1 – satisfont aux conditions requises pour que l’accouplement
soit non de´ge´ne´re´ et hermitien, et ce pour toute repre´sentation V de G qui est un sous-quotient
d’une repre´sentation engendre´e par son composant isotypique de type ̺ (the´ore`me 4.1).
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§2. Repre´sentations de K
2.1. — On fixe de´sormais un corps commutatif R, et on note ℓ sa caracte´ristique. Par repre´-
sentation pπ,Vq d’un groupe G, on entendra repre´sentation dans un espace vectoriel V sur le
corps R.
Dans ce paragraphe 2, on fixe un groupe profini K. Si pπ,Vq est une repre´sentation lisse de K,
sa contragre´diente π_ est la repre´sentation naturelle de K dans le sous-espace V_ du dual V˚ de
V forme´ des formes line´aires sur V dont le stabilisateur dans K est ouvert. L’homomorphisme
d’e´valuation V ˆ V_ Ñ R de´fini par px, λq ÞÑ λpxq induit un entrelacement naturel de V vers
son bicontragre´dient V__.
Si V est de dimension finie, π se factorise par un quotient fini de K, de sorte que V et V_ ont
meˆme dimension et que l’entrelacement naturel de V dans V__ est un isomorphisme. Montrons
par un exemple que ces bonnes proprie´te´s ne s’e´tendent pas force´ment aux repre´sentations de
dimension infinie.
Exemple 2.1. — On suppose que ℓ n’est pas nul, et aussi que le pro-ordre de K est divisible
par ℓ8 ; autrement dit, pour chaque entier r ě 1, K posse`de un sous-groupe ouvert, qu’on
peut prendre distingue´, d’indice divisible par ℓr. Conside´rons la repre´sentation (lisse) de K dans
l’espace V des fonctions localement constantes de K dans R, disons par translations a` droite.
Prouvons que V_ est nul.
Soit λ P V_. Il suffit de prouver que, si J est un sous-groupe ouvert de K fixant λ, alors λ
est nulle sur le sous-espace vectoriel de V forme´ des fonctions invariantes a` droite par J. Graˆce
a` l’hypothe`se, il existe un sous-groupe ouvert distingue´ J1 de J dont l’indice est divisible par ℓ.
Fixons un syste`me X de repre´sentants de J1zJ dans J. Pour g dans K, la fonction caracte´ristique
de gJ est somme des fonctions caracte´ristiques χk de gJk, pour k parcourant X ; mais λpχkq ne
de´pend pas de k, et le cardinal de X est divisible par ℓ, de sorte que λ s’annule sur la fonction
caracte´ristique de gJ.
2.2. — Fixons une repre´sentation lisse absolument irre´ductible p̺,Wq de K : elle est donc de
dimension finie sur R. Soit pπ,Vq une repre´sentation lisse de K. La donne´e de deux entrelace-
ments φ P HomKpW,Vq et ψ P HomKpW
_,V_q de´finit un entrelacement :
φb ψ P HomKˆKpW ˆW
_,V ˆV_q.
Composant avec l’e´valuation VˆV_ Ñ R, on obtient un entrelacement dans HomKpWˆW
_,Rq,
ou` K agit sur WˆW_ par l’action diagonale. Comme ̺ est absolument irre´ductible de dimension
finie, l’espace HomKpW ˆW
_,Rq est de dimension 1, de base l’e´valuation W ˆW_ Ñ R. On
obtient donc un accouplement naturel pφ,ψq ÞÑ xφ,ψy de HomKpW,Vq ˆHomKpW
_,V_q dans
R, donne´ par la formule :
ψpw_qpφpwqq “ xφ,ψy ¨ w_pwq
pour w PW et w_ PW_.
Cet accouplement peut eˆtre de´ge´ne´re´, puisque nous avons vu que V_ peut eˆtre nul sans que
V le soit. E´tudions cela plus avant.
Remarque 2.2. — Comme W est de dimension finie, le passage au transpose´ donne un isomor-
phisme de HomKpV,Wq sur HomKpW
_,V_q. De plus, W e´tant absolument irre´ductible, la R-
alge`bre EndKpWq est re´duite aux homothe´ties R ¨ idW. En ces termes, l’accouplement pre´ce´dent
se traduit en la composition HomKpW,Vq ˆHomKpV,Wq Ñ EndKpWq » R.
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2.3. — Notons Vp̺q la plus grande sous-repre´sentation de V isotypique de type ̺. C’est l’image
de HomKpW,Vq bW dans V par l’application injective φ b v ÞÑ φpvq. En particulier, si V est
isotypique de type ̺, alors V˚ est isomorphe a` HomKpW,Vq
˚ bW_, de sorte que V_ est e´gale
a` V˚ et est isotypique de type ̺_. De plus, l’application V Ñ V__ est injective. En ge´ne´ral,
notons V̺ le plus grand quotient de V isotypique de type ̺, et utilisons des notations analogues
pour V_, ̺_.
Les entrelacements de V dans W se factorisent par l’espace V̺, ce qui donne un isomorphisme
de HomKpV̺,Wq sur HomKpV,Wq et, par transposition, un isomorphisme de HomKpW
_,V_̺ q
sur HomKpW
_,V_q (voir la remarque 2.2). Conside´rons alors le diagramme suivant ou` les fle`ches
verticales proviennent de la projection VÑ V̺, celle de droite e´tant un isomorphisme :
HomKpW,Vq ˆHomKpW
_,V_q Ñ R
Ó Ò
HomKpW,V̺q ˆHomKpW
_,V_̺ q Ñ R
Comme V̺ est isotypique de type ̺, l’accouplement de la ligne du bas est non de´ge´ne´re´ : plus
pre´cise´ment, son noyau a` droite et son noyau a` gauche sont nuls, et il induit un isomorphis-
me de HomKpW
_,V_̺ q sur HomKpW,V̺q
˚ ; si de plus V̺ est de dimension finie, il induit un
isomorphisme de HomKpW,V̺q sur HomKpW
_,V_̺ q
˚. Remarquant que le diagramme est com-
patible aux accouplements et que les entrelacements de W dans V prennent leurs valeurs dans
Vp̺q, on a obtenu le re´sultat suivant.
Proposition 2.3. — Supposons que l’application Vp̺q Ñ V̺ est un isomorphisme. L’accouple-
ment :
(2.1) HomKpW,Vq ˆHomKpW
_,V_q Ñ R
induit alors d’une part un isomorphisme de HomKpW
_,V_q sur HomKpW,Vq
˚, d’autre part une
injection de HomKpW,Vq dans HomKpW
_,V_q˚, qui est une bijection si Vp̺q est de dimension
finie.
Remarque 2.4. — Si le pro-ordre de K est inversible dans R, toute repre´sentation lisse de K
est semi-simple et, quel que soit V, l’hypothe`se de la proposition est satisfaite. C’est le cas en
particulier si R est de caracte´ristique nulle, par exemple si R “ C.
2.4. — Dans la pratique, le pro-ordre de K n’est pas force´ment inversible dans R. Mais il arrive
(voir [6]) que K posse`de un sous-groupe ouvert distingue´ K1 ayant les proprie´te´s suivantes :
(1) Le pro-ordre de K1 est inversible dans R.
(2) La restriction de ̺ a` K1 est multiple d’une repre´sentation absolument irre´ductible η de
K1.
(3) Vp̺q “ Vpηq.
Proposition 2.5. — Sous les conditions pre´ce´dentes, l’application Vp̺q Ñ V̺ est un isomor-
phisme.
De´monstration. — Comme η est la seule repre´sentation irre´ductible de K1 intervenant dans W,
sa classe d’isomorphisme est invariante par conjugaison par K et Vη est une repre´sentation de
K. La projection de Vp̺q “ Vpηq dans Vη est K-e´quivariante et, comme le pro-ordre de K1 est
inversible dans R, c’est meˆme un isomorphisme. En particulier Vη est isotypique de type ̺ et il
s’ensuit que V̺ “ Vη.
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2.5. — Revenons a` notre situation ge´ne´rale, et donnons des conditions ne´cessaires et suffisantes
pour que Vp̺q Ñ V̺ soit un isomorphisme.
Proposition 2.6. — Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(1) L’application Vp̺q Ñ V̺ est un isomorphisme.
(2) L’accouplement (2.1) induit un isomorphisme entre HomKpV,Wq et HomKpW,Vq
˚.
(3) V se de´compose sous la forme Vp̺q ‘V1 avec HomKpW,V
1q “ HomKpV
1,Wq “ t0u.
De´monstration. — On a de´ja` prouve´ que la condition 1 implique la condition 2 (voir la proposi-
tion 2.3 et la remarque 2.2) et on ve´rifie imme´diatement que la condition 3 implique la condition
1. Notons V1 le noyau de Vp̺q Ñ V̺. Le noyau a` droite de (2.1) est forme´ des ψ P HomKpV,Wq
qui sont nuls sur Vp̺q ` V1 et son noyau a` gauche est forme´ des φ P HomKpW,Vq dont l’image
est incluse dans Vp̺q XV1. Si la condition 2 est ve´rifie´e, on obtient donc Vp̺q XV1 “ t0u et :
HomKpV{pVp̺q `V
1q,Wq “ t0u.
Comme le quotient V{pVp̺q ` V1q est isotypique de type ̺, on en de´duit que V “ Vp̺q ‘ V1.
On a aussi V1p̺q “ Vp̺q XV1 “ t0u et V1̺ “ V{pVp̺q `V
1q “ t0u, ce qui termine la preuve.
De´finition 2.7. — La repre´sentation V est dite W-semi-simple si les conditions e´quivalentes
de la proposition 2.6 sont ve´rifie´es.
La proprie´te´ de W-semi-simplicite´ n’est stable ni par passage a` un sous-objet, ni par passage
a` un quotient, comme le montre l’exemple ci-dessous.
Exemple 2.8. — On suppose que K est le groupe GL2pkq, ou` k est un corps fini dont le cardinal
q est d’ordre 2 dans Rˆ. On conside`re la repre´sentation de K, par translations a` droite, sur
l’espace E des fonctions de K dans R qui sont invariantes a` gauche par le sous-groupe des matri-
ces triangulaires supe´rieures. Elle est inde´composable et de longueur 3 : elle admet une unique
suite de composition t0u Ď X Ď Y Ď E, ou` X et E{Y sont isomorphes au caracte`re trivial de K
et ou` Y{X est une repre´sentation irre´ductible cuspidale de K, note´e p̺,Wq. Remarquons que X
est le sous-espace des fonctions constantes.
Le quotient V “ E{X est inde´composable et de longueur 2. L’espace Vp̺q est non nul, isomor-
phe a` ̺, mais on va voir que V̺ est re´duit a` t0u. Si ce n’e´tait pas le cas, alors ̺
_ apparaˆıtrait
comme sous-repre´sentation de V_. Or V_ est inde´composable, et son unique sous-repre´sentation
irre´ductible est le caracte`re trivial de K.
La repre´sentation E est W-semi-simple, avec Ep̺q “ t0u, mais ni son unique quotient V de
longueur 2 ni son unique sous-repre´sentation Y de longueur 2 ne le sont.
Ceci nous conduira a` introduire dans le paragraphe suivant une proprie´te´ plus forte. Signalons
toutefois les proprie´te´s suivantes.
Proposition 2.9. — (1) On suppose que l’application Vp̺q Ñ V̺ est surjective. Alors pour
tout quotient Q de V, l’application Qp̺q Ñ Q̺ est surjective.
(2) On suppose que l’application Vp̺q Ñ V̺ est injective. Alors pour toute sous-repre´senta-
tion X de V, l’application Xp̺q Ñ X̺ est injective.
De´monstration. — Soit X un sous-espace de V stable par K, et soit Q le quotient de V par X.
On prouve d’abord (1). Le quotient :
pVp̺q `Xq{X » Vp̺q{pX XVp̺qq
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est isotypique de type ̺ ; c’est donc un sous-espace de Qp̺q. La compose´e de V Ñ Q et QÑ Q̺
se factorise par V Ñ V̺, c’est-a`-dire que Q̺ est un quotient de V̺. Il suffit donc de prouver
que l’application pVp̺q `Xq{XÑ V̺ est surjective. On note V
1 le noyau de V Ñ V̺. Alors par
hypothe`se faite sur Vp̺q Ñ V̺, on a V “ Vp̺q `V
1, ce qui prouve la surjectivite´ voulue.
On prouve maintenant (2). On note toujours V1 le noyau de V Ñ V̺. Le quotient :
X{pXXV1q » pX`V1q{V1
est isotypique de type ̺ ; c’est donc un quotient de X̺. Par hypothe`se faite sur Vp̺q Ñ V̺, on
a Vp̺q X V1 “ t0u. Ainsi Xp̺q “ X X Vp̺q se plonge dans X{pX X V1q, ce dont on de´duit que
l’application Xp̺q Ñ X̺ est injective.
Remarque 2.10. — Soit pViqiPI une famille de repre´sentations de K, et soit V la somme directe
des Vi, i P I. Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(1) Pour tout i P I, l’application Vip̺q Ñ Vi,̺ est surjective (resp. injective).
(2) L’application Vp̺q Ñ V̺ est surjective (resp. injective).
2.6. — Introduisons dans ce paragraphe une proprie´te´ plus stable que celle de W-semi-
simplicite´.
De´finition 2.11. — Une repre´sentation lisse V de K est dite fortement W-semi-simple si elle
se de´compose sous la forme Vp̺q ‘V1, ou` V1 ne posse`de aucun sous-quotient isomorphe a` W.
Bien suˆr, une repre´sentation fortement W-semi-simple est W-semi-simple (proposition 2.6).
Proposition 2.12. — Tout sous-quotient d’une repre´sentation fortement W-semi-simple de K
est fortement W-semi-simple.
De´monstration. — Soit E une repre´sentation lisse fortement W-semi-simple de K, qu’on e´crit
sous la forme Ep̺q ‘ E1.
Lemme 2.13. — Soit V une sous-repre´sentation de E. Alors V “ pV X Ep̺qq ‘ pV X E1q.
De´monstration. — On note U le quotient de V par pV X Ep̺qq ‘ pV X E1q. On va prouver que
U est nul. D’une part, U est un quotient de :
V{pV X E1q » pV ` E1q{E1 Ď E{E1 » Ep̺q
qui est isotypique de type ̺. D’autre part, U est un quotient de :
V{pV X Ep̺qq » pV ` Ep̺qq{Ep̺q Ď E{Ep̺q » E1
qui ne contient aucun sous-quotient irre´ductible isomorphe a` ̺. On en de´duit que U est nul. En
particulier V est fortement W-semi-simple, avec Vp̺q “ V X Ep̺q et V1 “ V X E1.
Soit maintenant X le quotient de E par la sous-repre´sentation V. D’apre`s le lemme pre´ce´dent,
on voit que X “ Xp̺q ‘X1 avec Xp̺q “ Ep̺q{pVXEp̺qq et X1 “ E1{pVXE1q, ce qui prouve que
X est fortement W-semi-simple.
La proprie´te´ de W-semi-simplicite´ forte est stable par sommes directes arbitraires : si pViqiPI
est une famille de repre´sentations de K, et si V est la somme directe des Vi, i P I, alors V est
fortement W-semi-simple si et seulement si chacune des Vi, i P I, est fortement W-semi-simple.
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En revanche, cette proprie´te´ n’est pas stable par extensions : toute repre´sentation irre´ductible
de K est fortement W-semi-simple, mais une extension non triviale de ̺ par une repre´sentation
irre´ductible non isomorphe a` ̺ (s’il en existe) ne l’est pas.
2.7. — E´tudions le comportement de la notion de W-semi-simplicite´ forte par passage a` la
contragre´diente.
Proposition 2.14. — Soit E une repre´sentation lisse fortement W-semi-simple de K. Alors
sa contragre´diente E_ est fortement W_-semi-simple.
De´monstration. — Soit E une repre´sentation fortement W-semi-simple de K qu’on de´compose
sous la forme Ep̺q‘E1 ou` E1 est une sous-repre´sentation de E ne posse`dant aucun sous-quotient
isomorphe a` W. Sa contragre´diente E_ s’e´crit Ep̺q˚‘E1_ et on va montrer que E1_ ne posse`de
aucun sous-quotient isomorphe a` W_. Pour toute partie S de E_, on note S˝ son orthogonal dans
E, c’est-a`-dire l’intersection des noyaux des e´le´ments de S. On a le lemme imme´diat suivant.
Lemme 2.15. — Soient T,U des sous-espaces de E_ tels que T Ď U. Alors l’application qui
a` t P T˝ associe la forme line´aire ξ ÞÑ ξptq sur U induit un homomorphisme injectif de T˝{U˝
dans pU{Tq_. En outre, si U est de dimension finie, c’est un isomorphisme.
Supposons qu’il y a des sous-espaces T Ď U de E1_ stables par K et tels que le quotient U{T
est isomorphe a` W_. Quitte a` remplacer U par la sous-repre´sentation de U engendre´e par un
vecteur qui est dans U mais pas dans T, on peut supposer que U est de dimension finie. On a
ainsi un isomorphisme T˝{U˝ » pU{Tq_, ce qui contredit l’hypothe`se faite sur E1.
La re´ciproque n’est pas vraie en ge´ne´ral : si V est la repre´sentation de l’exemple 2.1, alors sa
contragre´diente, qui est nulle, est fortement W-semi-simple pour n’importe quel W, tandis que
V n’est fortement W-semi-simple pour aucun W. On a toutefois le re´sultat suivant.
Proposition 2.16. — Supposons que K a un sous-groupe ouvert K1 de pro-ordre inversible
dans R. Alors une repre´sentation de K est fortement W-semi-simple si et seulement si sa
contragre´diente est fortement W_-semi-simple.
De´monstration. — La proposition 2.14 prouve l’une des implications. Par hypothe`se sur K, E
se plonge naturellement dans son bicontragre´dient E__. L’implication re´ciproque se de´duit des
propositions 2.12 et 2.14.
2.8. — Revenons finalement a` la notion de W-semi-simplicite´ et a` la fac¸on dont cette proprie´te´
se comporte par passage a` la contragre´diente.
Proposition 2.17. — Supposons que K a un sous-groupe ouvert de pro-ordre inversible dans
R. Alors une repre´sentation de K est W-semi-simple si et seulement si sa contragre´diente est
W_-semi-simple.
De´monstration. — E´tant donne´e une repre´sentation lisse E de K qui n’a W ni pour sous-repre´-
sentation ni pour quotient, il s’agit de montrer que W_ n’est ni sous-repre´sentation ni quotient
de E_. Supposons que E_ a une sous-repre´sentation U isomorphe a` W_. D’apre`s le lemme 2.15
avec T “ t0u, on obtient un isomorphisme E{U˝ » U_, ce qui contredit le fait que E n’a pas de
quotient isomorphe a` W. Si E est de dimension finie sur R, on peut encore raisonner de fac¸on
analogue pour prouver que E_ n’a pas de quotient isomorphe a` W_.
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Il reste a` prouver que E_ n’a pas de quotient isomorphe a` W_ dans le cas ou` E n’est pas de
dimension finie sur R. Puisque W est lisse et de dimension finie, on peut supposer que K posse`de
un sous-groupe ouvert distingue´ K1 de pro-ordre inversible dans R, et que K1 agit trivialement
sur W. E´crivons E “ EK1 ‘ E1 ou` E
K1 de´signe l’espace des vecteurs de E invariants par K1 et
ou` E1 n’a aucun sous-quotient isomorphe a` W. Quitte a` remplacer K par K{K1 et E par E
K1 ,
on peut supposer que K est un groupe fini.
L’alge`bre de groupe A “ RrKs est de dimension finie sur R, en particulier elle est artinienne.
On note r son radical. D’apre`s le corollaire du §10, n˝2 de [1], pour tout A-module M, le radical
de M (c’est-a`-dire le plus petit sous-module N tel que M{N soit semi-simple) est e´gal a` rM. On
note Mrrs le plus grand sous-module semi-simple de M.
Lemme 2.18. — Soit M un A-module. Alors rM˚ est e´gal a` l’orthogonal de Mrrs dans M˚.
De´monstration. — D’abord, la restriction des formes line´aires de M a` Mrrs induit un isomorphis-
me de M˚{Mrrs˝ sur Mrrs˚. Ce dernier est semi-simple, ce qui implique que rM˚ Ď Mrrs˝. En
outre, si M est de dimension finie sur R, cette inclusion est une e´galite´.
E´crivons M comme la re´union de sous-modules Mi de dimension finie sur R, pour i P I. Alors
M˚ est la limite projective des M˚i (si Mi Ď Mj , on a un morphisme surjectif de M
˚
j dans M
˚
i
de´fini par restriction des formes line´aires) et Mrrs˝ est la limite projective des Mirrs
˝. Pour tout
i P I, on a le diagramme commutatif suivant :
rM˚ Ď Mrrs˝
Ó Ó
rM˚i “ Mirrs
˝
et il s’agit donc de prouver que rM˚ est la limite projective des rM˚i . Plus pre´cise´ment, on a un
homomorphisme injectif ξ de rM˚ vers la limite projective des rM˚i , et il s’agit de montrer que
ξ est surjectif.
Choisissons une base pa1, . . . , akq de r comme espace vectoriel sur R. Pour chaque i P I, on a
une application line´aire fi de pM
˚
i q
k dans M˚i de´finie par :
fipm1, . . . ,mkq “ a1m1 ` ¨ ¨ ¨ ` akmk,
d’image rM˚i . De fac¸on analogue, on a une application line´aire f de pM
˚qk dans M˚ dont l’image
est rM˚. Soit x P M˚ et soit xi son image dans M
˚
i . On suppose que xi P rM
˚
i pour chaque
i P I. Alors f´1i pxiq est un sous-espace affine non vide de pM
˚
i q
k de direction Kerpfiq. D’apre`s le
the´ore`me 1 de [2], chapitre III, §7, n˝4, la limite projective des f´1i pxiq est non vide, c’est-a`-dire
que l’e´quation fpyq “ x admet une solution dans pM˚qk.
Si l’on applique le lemme a` M “ E, on obtient un isomorphisme de E˚{rE˚ “ E˚{Errs˝ dans
Errs˚. Comme W n’apparaˆıt pas dans Errs, on en de´duit que W_ n’apparaˆıt pas comme quotient
de E˚.
§3. Modules d’entrelacement
3.1. — On suppose maintenant que G est un groupe localement profini et que K est un
sous-groupe ouvert et compact de G. On fixe comme pre´ce´demment une repre´sentation lisse
absolument irre´ductible p̺,Wq de K. On note H “ HpG,K,Wq l’alge`bre d’entrelacement – ou
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alge`bre de Hecke – de ̺ dans G : on la voit comme forme´e des fonctions T de G dans EndRpWq,
a` support compact, telles que :
Tphgkq “ ̺phq ˝ Tpgq ˝ ̺pkq
pour g P G et h, k P K. La loi de composition est la loi de convolution :
T ˚ Spgq “
ÿ
KzG
Tpgh´1q ˝ Sphq
ou` la somme porte sur un syste`me quelconque de repre´sentants de KzG dans G.
On note H_ “ HpG,K,W_q l’alge`bre de Hecke de ̺_ dans G. L’application qui a` T associe
T_ : g ÞÑ Tpg´1q_ (ou` Tpg´1q_ de´signe l’endomorphisme transpose´ de Tpg´1q) est, comme on
le ve´rifie aussitoˆt, un anti-isomorphisme de R-alge`bres de H sur H_.
3.2. — Soit pπ,Vq une repre´sentation lisse de G. L’espace d’entrelacement HomKpW,Vq est
alors un H-module a` droite : pour φ P HomKpW,Vq et T P H, on a :
φT “
ÿ
KzG
πpg´1q ˝ φ ˝Tpgq,
la somme portant sur un syste`me quelconque de repre´sentants de KzG dans G. De la meˆme
fac¸on, HomKpW
_,V_q est un H_-module a` droite. C’est e´galement, via l’anti-isomorphisme
T ÞÑ T_, un H-module a` gauche, et il est naturel de se demander si l’accouplement :
(3.1) HomKpW,Vq ˆHomKpW
_,V_q Ñ R
est hermitien, au sens ou` :
xφT, ψy “ xφ,Tψy
pour tous φ P HomKpW,Vq, ψ P HomKpW
_,V_q et T P H, ou` Tψ de´signe bien suˆr ψT_.
Il sera commode d’utiliser la remarque 2.2 et de conside´rer plutoˆt l’accouplement :
(3.2) HomKpW,Vq ˆHomKpV,Wq Ñ R.
L’action a` gauche de H sur HomKpV,Wq est alors donne´e par :
(3.3) Tψ “
ÿ
KzG
Tpg´1q ˝ ψ ˝ πpgq
pour ψ P HomKpV,Wq et T P H, la somme portant sur un syste`me quelconque de repre´sentants
de KzG dans G.
Remarque 3.1. — Comme l’induction lisse de K a` G est adjointe a` droite de la restriction
de G a` K, l’espace HomKpV,Wq est naturellement un module a` gauche sur l’alge`bre A des
endomorphismes de l’induite lisse IndGKp̺q. Le produit de convolution :
T ˚ f : x ÞÑ
ÿ
KzG
Tpg´1qpfpgxqq
pour T P H, f P IndGKp̺q et x P G, la somme portant sur un syste`me quelconque de repre´sentants
de KzG dans G, fait de cette induite lisse un module a` gauche sur H (on ve´rifie imme´diatement
que pT ˚ Sq ˚ f “ T ˚ pS ˚ fq pour tous T,S P H). Ceci de´finit un morphisme de R-alge`bres i de
H dans A. La restriction du A-module HomKpV,Wq a` H induite par le morphisme i co¨ıncide
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avec la structure de H-module a` gauche sur HomKpV,Wq de´finie par (3.3). En effet, l’action de
A sur HomKpV,Wq est donne´e par :
aψ : v ÞÑ ap rψpvqqp1q,
pour a P A, ψ P HomKpV,Wq, v P V, ou` rψpvq est l’e´le´ment de IndGKp̺q de´fini par g ÞÑ ψpπpgqvq.
Par conse´quent, pour T P H, on a :
ipTqψ : v ÞÑ ipTqp rψpvqqp1q “ pT ˚ rψpvqqp1q “ ÿ
KzG
Tpg´1qpψpπpgqvq
c’est-a`-dire que ipTqψ est e´gal a` Tψ d’apre`s la formule (3.3).
Il s’agit donc de comparer ψ ˝ pφTq et pTψq ˝ φ pour φ P HomKpW,Vq et ψ P HomKpV,Wq.
Fixons de tels φ et ψ.
Lemme 3.2. — (1) Soit g P G. L’ope´rateur :
Epφ,ψ, gq “ ψ ˝ πpgq ˝ φ.
entrelace ̺ avec ̺g.
(2) L’application E : g ÞÑ Epφ,ψ, gq de G dans EndRpWq ve´rifie :
(3.4) Epxgx1q “ ̺pxq ˝ Epgq ˝ ̺px1q
pour tous x, x1 P K et g P G.
Remarque 3.3. — La restriction de E a` chaque double classe KgK de G est dans H.
De´monstration. — On pose Epgq “ Epφ,ψ, gq. Pour tout x P KX g´1Kg, on a :
̺pgxg´1q ˝ Epgq “ ψ ˝ πpgxg´1q ˝ πpgq ˝ φ
“ ψ ˝ πpgq ˝ πpxq ˝ φ
“ Epgq ˝ ̺pxq,
ce qui prouve le point 1. Le point 2 se de´duit d’un calcul imme´diat.
Soit T P H. On a les formules :
ψ ˝ φT “
ÿ
KzG
Epφ,ψ, g´1q ˝ Tpgq,
Tψ ˝ φ “
ÿ
KzG
Tpg´1q ˝ Epφ,ψ, gq
dans EndKpWq, la somme portant sur un syste`me quelconque de repre´sentants de KzG dans G.
Ces deux quantite´s sont des homothe´ties de W.
Pour comparer ces deux quantite´s, il suffit de le faire pour T supporte´ par une seule double
classe KgK. Dans ce cas, les formules ci-dessus deviennent :
ψ ˝ φT “
ÿ
pKXKgqzK
̺px´1q ˝ Epφ,ψ, g´1q ˝ Tpgq ˝ ̺pxq,(3.5)
Tψ ˝ φ “
ÿ
pKXKg´1qzK
̺px´1q ˝Tpgq ˝ Epφ,ψ, g´1q ˝ ̺pxq(3.6)
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dans EndKpWq, ou` l’on a note´ K
g “ g´1Kg pour g P G et ou` les sommes portent sur des syste`mes
de repre´sentants des ensembles-quotients indique´s.
The´ore`me 3.4. — Si la dimension de W est premie`re a` l’exposant caracte´ristique de R, alors
l’accouplement (3.1) est hermitien quelle que soit la repre´sentation lisse pπ,Vq de G.
De´monstration. — En effet, les termes des deux sommes (3.5) et (3.6) ont la meˆme trace, et les
deux sommes ont le meˆme nombre de termes, a` savoir le nombre de classes de K dans KgK, a`
droite ou a` gauche. Comme les deux sommes sont des homothe´ties de W, et comme la dimension
de W est premie`re a` l’exposant caracte´ristique de R, le re´sultat s’ensuit.
3.3. — Le the´ore`me pre´ce´dent appelle un certain nombre de remarques.
(1) Nous n’avons pas fait d’hypothe`se sur la non-de´ge´ne´rescence de l’accouplement, qui ne
semble gue`re relie´e avec le fait qu’il soit hermitien.
(2) Nous ne donnons pas d’exemple ou` l’accouplement ne soit pas hermitien. Si l’on revient
au lemme 3.2, il paraˆıt peu vraisemblable qu’on ait toujours Epg´1q ˝ Tpgq “ Tpgq ˝ Epg´1q.
Cependant, une situation fre´quente en the´orie des types [3, 6] est celle ou` :
dimHomKXKgp̺, ̺
gq ď 1
pour tout g P G. Alors Epg´1q et Tpgq sont pris chacun dans un espace vectoriel de rang 1, et
on peut penser qu’il y a plus de chances qu’ils commutent : voir la suite.
(3) Supposons que pπ,Vq est telle que Vp̺q et V̺ soient irre´ductibles. Alors ou bien l’appli-
cation Vp̺q Ñ V̺ est nulle et l’accouplement est nul e´galement, donc hermitien. Ou bien cette
application est bijective, et l’accouplement est non de´ge´ne´re´ ; alors HomKpW,Vq et HomKpV,Wq
sont de dimension 1, et pour prouver que l’accouplement est hermitien, il suffit de prouver que
les quantite´s (3.5) et (3.6) sont e´gales quand φ et ψ sont des bases de ces espaces, telles qu’on
ait ψ ˝ φ “ idW. En ce cas, il y a des caracte`res A et B de l’alge`bre H tels que :
ψ ˝ φT “ ApTq ¨ idW, Tψ ˝ φ “ BpTq ¨ idW,
et il suffit de prouver ApTq “ BpTq pour un syste`me ge´ne´rateur de cette alge`bre.
3.4. — Notons C l’espace des fonctions de G dans EndRpWq ve´rifiant la condition (3.4). Iden-
tifions H au sous-espace de C forme´ des fonctions a` support compact. Alors C est naturellement
un module a` droite et a` gauche sur H : pour f P C et T P H, on a :
f ˚ T : x ÞÑ
ÿ
KzG
fpxg´1q ˝Tpgq,
T ˚ f : x ÞÑ
ÿ
KzG
Tpxg´1q ˝ fpgq,
la somme portant sur un syste`me quelconque de repre´sentants de KzG dans G (on ve´rifie im-
me´diatement que l’on a f ˚ pT ˚ Sq “ pf ˚ Tq ˚ S et pT ˚ Sq ˚ f “ T ˚ pS ˚ fq pour tout f P C et
tous T,S P H).
Lemme 3.5. — Soit T P H supporte´ par une seule double classe KgK, et soient f, f 1 P C. On
suppose que fpg´1q “ f 1pg´1q. Alors f ˚Tp1q “ f 1 ˚ Tp1q et T ˚ fp1q “ T ˚ f 1p1q.
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De´monstration. — De fac¸on analogue a` (3.5) et (3.6), on a :
f ˚ Tp1q “
ÿ
pKXKgqzK
̺px´1q ˝ fpg´1q ˝ Tpgq ˝ ̺pxq,
T ˚ fp1q “
ÿ
pKXKg´1qzK
̺px´1q ˝Tpgq ˝ fpg´1q ˝ ̺pxq,
ce qui prouve le re´sultat.
On forme les hypothe`ses suivantes.
Hypothe`se 1. — Pour tout g P G, l’espace d’entrelacement HomKXKgp̺, ̺
gq est de dimension
au plus 1.
Hypothe`se 2. — Tout e´le´ment non nul de H supporte´ par une seule double classe est inversible.
Ces hypothe`ses sont ve´rifie´es fre´quemment en the´orie des types ([6], lemme 2.19 et corollaire
2.23).
Proposition 3.6. — Sous les hypothe`ses 1 et 2, l’accouplement (3.2) est hermitien.
De´monstration. — Soient φ P HomKpW,Vq, ψ P HomKpV,Wq et T P H. On suppose que T
est supporte´ par un seule double classe KgK. D’apre`s le lemme 3.2, l’ope´rateur Epφ,ψ, g´1q
appartient a` HomKXKgp̺, ̺
gq. D’apre`s l’hypothe`se 2, T est inversible dans H.
Lemme 3.7. — T´1pg´1q est un entrelacement non nul dans HomKXKgp̺, ̺
gq.
De´monstration. — Par de´finition du produit de convolution, on a :
idW “ T
´1 ˚ Tp1q “
ÿ
pKXKgqzK
̺px´1q ˝ T´1pg´1q ˝Tpgq ˝ ̺pxq,
ou` la somme porte sur un syste`me quelconque de repre´sentants de K X Kg dans K. Par conse´-
quent, T´1pg´1q n’est pas nul.
D’apre`s l’hypothe`se 1, il y a donc un scalaire z P R tel que :
Epφ,ψ, g´1q “ zTpg´1q.
Si l’on applique le lemme 3.5 avec f “ E et f 1 “ zT´1, on a :
E ˚ Tp1q “ zT´1 ˚ Tp1q “ zT ˚ T´1p1q “ T ˚ Ep1q,
c’est-a`-dire que (3.5) et (3.6) co¨ıncident.
Remarque 3.8. — L’hypothe`se 2 pourrait eˆtre remplace´e par l’hypothe`se plus faible suivante :
pour tout g P G et tout T P H de support KgK, il y a une fonction f P C telle que fpg´1q ‰ 0
et f ˚Tp1q “ T ˚ fp1q.
Si l’on ajoute aux conside´rations ci-dessus celles des paragraphes 2.5 et 2.6, on a le the´ore`me
suivant.
The´ore`me 3.9. — Supposons que les hypothe`ses 1 et 2 sont ve´rifie´es et que l’induite compacte
indGKp̺q est fortement W-semi-simple. Alors pour toute repre´sentation lisse V de G qui est sous-
quotient d’une repre´sentation engendre´e par son composant isotypique de type ̺, les H-modules
HomKpV,Wq et HomKpW,Vq
˚ sont isomorphes.
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De´monstration. — Une telle repre´sentation V est sous-quotient d’une somme directe arbitraire
de copies de indGKp̺q. Le re´sultat est alors une conse´quence des propositions 2.6, 2.12 et 3.6.
Il se peut que HomKpV,Wq et HomKpW,Vq
˚ soient des H-modules a` gauche isomorphes sans
que cet isomorphisme ne provienne de l’accouplement (3.2).
Exemple 3.10. — Soit F un corps localement compact et non archime´dien, de caracte´ristique
re´siduelle p. Supposons que la caracte´ristique de R est diffe´rente de 0 et p, et que le cardinal du
corps re´siduel de F est trivial dans Rˆ. On suppose que G “ Fˆ et que ̺ est le caracte`re trivial
du sous-groupe des unite´s K “ UF. Il y a une auto-extension non triviale V du caracte`re trivial
de G dont la restriction a` K est une auto-extension non triviale de ̺. L’accouplement (3.2)
est nul ; pourtant, les H-modules HomKpV,Wq et HomKpW,Vq
˚ sont tous deux isomorphes au
caracte`re trivial de H.
3.5. — Revenons a` la notion de W-semi-simplicite´ de´finie au paragraphe 2.3.
Proposition 3.11. — Supposons que les hypothe`ses 1 et 2 sont ve´rifie´es. Alors l’induite com-
pacte indGKp̺q est W-semi-simple.
De´monstration. — D’apre`s la formule de Mackey et la remarque 2.10, pour que l’induite com-
pacte indGKp̺q soit W-semi-simple, il faut et il suffit que, pour chaque g P G, l’espace :
Ipgq “ indKKXKgp̺
gq
le soit. D’apre`s l’hypothe`se 1, pour tout g P G, l’espace HomKpW, Ipgqq est de dimension au plus
1. Plus pre´cise´ment, si λg P HomKXKgp̺, ̺
gq est un ope´rateur d’entrelacement non nul et si l’on
note k ¨ w le vecteur ̺pkqpwq pour tous w P W et k P K, alors l’application α P HomKpW, Ipgqq
de´finie par :
αpwqpkq “ λgpk ¨ wq
pour w P W et k P K est un ge´ne´rateur de HomKpW, Ipgqq. Par ailleurs, si pour tout w P W et
tout k P K on note rk,ws l’e´le´ment de Ipgq de support pKXKgqk et prenant en k la valeur w, et
si l’on a un ope´rateur d’entrelacement non nul λg´1 P HomKXKg´1 p̺, ̺
g´1q “ HomKXKgp̺
g, ̺q,
alors l’application β P HomKpIpgq,Wq de´finie par :
βprk,wsq “ k´1 ¨ λg´1pwq
pour w P W et k P K est un ge´ne´rateur de HomKpIpgq,Wq. Ainsi Ipgq est W-semi-simple si et
seulement si β ˝ α est un ope´rateur non nul de EndKpWq. Pour tout w PW, on a :
αpwq “
ÿ
pKXKgqzK
rx, αpwqpxqs “
ÿ
pKXKgqzK
rx, λgpx ¨ wqs
ou` x de´crit un syste`me quelconque de repre´sentants de pKXKgqzK dans K, donc :
βpαpwqq “
ÿ
pKXKgqzK
x´1 ¨ λg´1pλgpx ¨ wqq
c’est-a`-dire que :
β ˝ α “
ÿ
pKXKgqzK
̺px´1q ˝ λg´1 ˝ λg ˝ ̺pxq.
Ainsi, compte tenu de l’hypothe`se 2, et si T est un e´le´ment non nul de H supporte´ par la double
classe KgK, on trouve que β ˝ α est e´gal a` un scalaire non nul pre`s a` T´1 ˚Tp1q “ idW.
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Remarque 3.12. — Supposons que R est de caracte´ristique ℓ ą 0.
(1) Si K est un pro-ℓ-groupe, alors ̺ est le caracte`re trivial de K et indGKp̺q n’est pas W-semi-
simple.
(2) Soit F un corps localement compact et non archime´dien, soit n ě 2, soit G “ GLnpFq et
soit ̺ le caracte`re trivial d’un sous-groupe compact maximal K de G. Si le cardinal q du corps
re´siduel de F est non nul et d’ordre ď n modulo ℓ, alors indGKp̺q n’est pas W-semi-simple.
Dans les deux cas, l’hypothe`se 2 n’est pas ve´rifie´e.
3.6. — Pour terminer cette section, on fait le lien entre la W-semi-simplicite´ forte et la notion
de quasi-projectivite´ introduite dans [10].
De´finition 3.13. — Une repre´sentation lisse Q de G est quasi-projective si, pour tout homo-
morphisme surjectif f de Q dans une repre´sentation V, l’homomorphisme de EndGpQq-modules
de EndGpQq dans HomGpQ,Vq de´fini par u ÞÑ f ˝ u est surjectif.
Si la repre´sentation Q est quasi-projective et de type fini, alors le foncteur V ÞÑ HomGpQ,Vq
posse`de les proprie´te´s suivantes (voir l’appendice de [10]) :
(1) il induit une bijection entre les classes d’isomorphisme de quotients irre´ductibles de Q et
les classes d’isomorphisme de EndGpQq-modules a` droite simples ;
(2) il est exact sur la sous-cate´gorie pleine des repre´sentations lisses de G forme´e des repre´sen-
tations qui sont sous-quotients de sommes directes arbitraires de copies de Q.
Proposition 3.14. — Supposons que l’induite compacte indGKp̺q est fortement W-semi-simple.
Alors elle est quasi-projective et de type fini.
De´monstration. — On note Q l’induite compacte indGKp̺q. Soit f : QÑ V un homomorphisme
surjectif de repre´sentations de G. D’apre`s la proposition 2.12, V est fortement W-semi-simple
puisque Q l’est, et f induit un homomorphisme surjectif K-e´quivariant de Qp̺q dans Vp̺q. On
en de´duit un homomorphisme surjectif :
HomKpW,Qp̺qq Ñ HomKpW,Vp̺qq
Le membre de droite est e´gal a` HomKpW,Vq, et le membre de gauche est e´gal a` HomKpW,Qq,
qui est canoniquement isomorphe a` EndGpQq par re´ciprocite´ de Frobenius. L’homomorphisme
surjectif de EndGpQq dans HomGpQ,Vq ainsi obtenu est bien u ÞÑ f ˝ u.
Corollaire 3.15. — Si l’induite compacte indGKp̺q est fortement W-semi-simple, alors le fonc-
teur V ÞÑ HomKpW,Vq posse`de les proprie´te´s suivantes :
(1) Il induit une bijection entre les classes d’isomorphisme de repre´sentations irre´ductibles V
de G telles que Vp̺q ‰ t0u et les classes d’isomorphisme de H-modules a` droite simples.
(2) Il est exact sur la sous-cate´gorie pleine des repre´sentations lisses de G forme´e des repre´-
sentations qui sont sous-quotients de repre´sentations engendre´es par leur composant isotypique
de type ̺.
Remarque 3.16. — La sous-cate´gorie pleine des repre´sentations lisses de G qui sont sous-quo-
tients de repre´sentations engendre´es par leur composante isotypique de type ̺ n’est pas stable
par extensions en ge´ne´ral : elle ne contient pas la repre´sentation de l’exemple 3.10.
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§4. Application aux types simples
On suppose dans ce paragraphe que G est le groupe GLmpDq, ou`m ě 1 et ou` D est une alge`bre
a` division centrale et de dimension finie sur un corps localement compact et non archime´dien F
de caracte´ristique re´siduelle p. On suppose que R est alge´briquement clos et de caracte´ristique
diffe´rente de p, et que pK, ̺,Wq est un type simple de G au sens de [6], §2.5.
D’apre`s [6], lemme 2.19 et corollaire 2.23, les hypothe`ses 1 et 2 du paragraphe 3.4 sont satis-
faites pour pK, ̺,Wq, et il de´coule de la preuve de [6], proposition 4.9 que l’induite compacte
indGKp̺q est fortement W-semi-simple. On de´duit du the´ore`me 3.9 le re´sultat suivant.
The´ore`me 4.1. — Soit V un sous-quotient d’une repre´sentation de GLmpDq engendre´e par sa
composante isotypique de type ̺. Alors les H-modules a` gauche HomKpV,Wq et HomKpW,Vq
˚
sont isomorphes.
Ce the´ore`me permet de montrer que la classification de Zelevinski m ÞÑ Zpmq des repre´sen-
tations lisses irre´ductibles de GLmpDq a` coefficients dans R en termes de multisegments [7] est
compatible au passage a` la contragre´diente, c’est-a`-dire que si m est un multisegment et m_ son
multisegment contragre´dient, alors Zpm_q est isomorphe a` la contragre´diente de Zpmq.
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